Interferenz und Beugung
Dr. M. Komma 10/2010

(Beim Export von Maple nach PDF stimmt zwar das Layout einigermaBen,
aber die miissen nachtréglich von Hand eingearbeitet werden.)

Die Interferenz zweier Wellen lasst sich so beschreiben:

Von zwei Punkten Q; und Q, gehen zwei Wellen aus, die sich nach Durchlaufen der
Strecken ry und r, im Punkt P treffen. Will man die Intensitdt im Interferenzpunkt

P (auf einem Schirm oder Detektor) wissen, so muss man das Betragsquadrat der
resultierenden Amplitude berechnen:
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Die komplexe Schreibweise empfiehlt sich, weil dadurch die Mittelung der
Intensitat Uber die Zeit entfallt. Deshalb kann bei gleicher Frequenz (und
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kohdarenten Wellen) auch die Zeitabhangigkeit ¢ ®"in diesem Zusammenhang


http://www.mikomma.de/optik/kreuzg/interbeugpub.html

weggelassen werden.
Die Amplituden A, sind hier Skalare (Polarisation wird also nicht bertcksichtigt), die

fir ebene Wellen (Naherungen siehe unten) konstant sind und flir Kugelwellen mit
1/r abnehmen.

k = % ist die Wellenzahl.

Wenn es sich bei Q; und Q, um zwei Sender handelt, missen die Phasen 0,

bekannt sein.
Wenn es sich bei Q; und Q, um zwei Streuzentren (aber auch Elementarzentren)

handelt, wenn also - wie in der Optik (oder allgemeiner elektromagnetischen
Wellen) eigentlich immer der Fall - Q; und Q, von einer Lichtquelle L beleuchtet

werden,

mussen die Phasen ¢, aus den Absténden von L zu Q; berechnet werden.



e Die Interferenz zweier Wellen ist der elementare Baustein zur
Berechnung von Interferenz und Beugung jeglicher Art.

Der "Rest" geht nach dem Baukastenprinzip:
Hat man mehr als zwei Streuzentren/Quellen, so missen die Amplituden aller
Wellen summiert werden:

2
h ikrm +¢
N m
Intensitat= A e Q)

m=1m

Die Summation Uber endlich viele (punktférmige) Quellen kann immer exakt
berechnet werden: Vielstralinterferenz.

Hat man unendlich viele Zentren (z.B. die Elementarzentren in einem Spalt
endlicher Breite), so muss man integrieren:
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Wobei das Integral J‘Q...drq Uber den Bereich Q der Quellen zu nehmen ist, also im
schlimmsten Fall ein Mehrfachintegral mit drq = duqdquwq fur Q(u,v,w). Flr diese

Integrale ist leider keine Stammfunktion bekannt, also muss man numerisch
integrieren oder Naherungen verwenden.

Naherungen
Hier mehr vom Standpunkt der angewandten Mathematik aus: Wie lassen sich
Interferenz und Beugung mit mdglichst wenig Rechenzeit visualisieren - vielleicht

sogar interaktiv (mit Maple)?

Man hat es mit folgenden Integralen zu tun (Fresnel-Kirchhoff):
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Dabei wurde (als Beispiel) folgendes Koordinatensystem verwendet:
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Die Quellen Q liegen in der u-v-Ebene. Der Interferenzpunkt P liegt in der zur u-v-
Ebene parallelen x-y-Ebene, die zur Ebene der Quellen den Abstand w hat. Die
Phase der Streuwelle ist hier nicht bericksichtigt (ebene Wellen treffen senkrecht
auf die u-v-Ebene).

Die Integration bereitet Probleme, weil die Stammfunktionen nicht bekannt sind.
Entweder man integriert numerisch oder man verwendet Naherungen.

Die erste Vereinfachung ist, mit ebenen Wellen zu rechnen, also in der
Amplitude die 1/r-Abhangigkeit wegzulassen.
Aber auch fur
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ist keine Stammfunktion bekannt.

Eine weitere Naherung besteht in der Reihenentwicklung der Wurzelfunktion
(hier nur far eine Koordinate):
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Fur k(x-u)? < w (also insbesondere fiir kleine Winkel) kann man versuchen, z.B.
folgendes Integral zu berechnen:
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Als Beispiel wurde eine rechteckige Blende der Lange 2a und der Breite 2b gewahlt
(ohne von v und v unabhangige Faktoren). Nun gibt es zwei Mdglichkeiten:

1. Fresnelbeugung:

Leider ist der Begriff Fresnelbeugung nicht exakt definiert. Die gangigste
Verwendung ist:

e Fresnelbeugung bedeutet "divergentes Licht" (punktférmige Lichtquelle wie in
der Prinzipskizze oben) oder "Nahzone" (zu P konvergierendes Licht). Wenn
man von "Fresnelnaherung" spricht und damit obige Naherung meint, wird die
Glltigkeit dieser Naherung stark strapaziert, weil in der Nahzone meistens k(x-
u)?> > w gilt. (Empfohlene Literatur: Landau-Lifschitz II (Klassische Feldtheorie)
; Jackson Classical Electrodynamics.)

Immerhin gibt es in der "Fresnelndherung" geschlossene Darstellungen flir das
Integral:
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Darin ist erf() die Fehlerfunktion, die sich auch in Fresnslintegrale umwandeln lasst
(rechte Seite obiger Gleichung):
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Nun ja, sehr erfreulich sieht das auch nicht aus, zumal man fur die Intensitat noch
das Betragsquadrat bilden muss. Aber im Vergleich zur numerischen Integration
spart es Rechenzeit.
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2. Fraunhoferbeugung

Fraunhoferbeugung bedeutet paralleles Licht, also Fernzone. Hier sind sich alle
einig. Noch erfreulicher ist, dass sich dann die Integrale stark vereinfachen:
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kdnnen die quadratischen Terme wegen x,u < w vernachlassigt werden und man
erhalt (wieder am Beispiel der Rechteckblende und unter Fortlassung von



Proportionalitatskonstanten):
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Was "nichts weiter" ist als die "Fouriertransformierte der Blende" und sich
vereinfachen lasst zu
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Das Beugungsmuster ist also "reziprok zum Beugungsobjekt": kleine Blende -

starke Beugung! Aber das wussten wir ja schon immer...



